
机器学习

支持向量机

夏睿
文本挖掘组
南京理工大学

rxia@njust.edu.cn



概述

• 最大间隔线性分类器

• 对偶优化

• Soft-margin SVM

• 核函数

• *序列最小优化

• SVM工具包的使用

Machine Learning Course, NJUST 2



最大间隔线性分类器
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回忆之前的线性分类

哪个线性超平面更好? 选择哪个学习标准?

• 感知机标准

• 交叉熵标准(逻辑回归)

• 最小均方(LMS) 标准

• …
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最大间隔准则
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点到超平面的距离

• 距离(正面) 

• 超平面

• 线性模型
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𝑦 𝑥 = 𝜔𝑇𝑥 + 𝑏

𝜔𝑇𝑥 + 𝑏 = 0

𝑥+ = 𝑥丄 + 𝑟
𝜔

| 𝜔 |

𝑏 + 𝜔𝑇𝑥+ = 𝑏 + 𝜔𝑇𝑥丄 + 𝑟
𝜔𝑇𝜔

| 𝜔 |
= 𝑟| 𝜔 |

𝑟 =
𝜔𝑇𝑥+ + 𝑏

| 𝜔 |



几何距离 & 函数距离

• 距离 (负面)

• 几何距离(统一表示)

• 函数距离
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𝑥丄 = 𝑥__ + 𝑟
𝜔

| 𝜔 | 𝑟 = −
𝜔𝑇𝑥__ + 𝑏

| 𝜔 |

𝑟(𝑖) = 𝑦(𝑖)
𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏

| 𝜔 |

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑦(𝑖) = +1,−1 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑡𝑒𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑙𝑎𝑏𝑒𝑙 𝑜𝑓 𝑥(𝑖)

Ƹ𝑟(𝑖) = 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 = | 𝜔 |𝑟(𝑖)



参数缩放

• 几何间隔：独立于比例因子

• 通过比例因子缩放函数

• 函数间隔: 和比例因子成正比

Machine Learning Course, NJUST 8

𝜔𝑠 = 𝑐𝜔 𝑏𝑠 = 𝑐𝑏

𝑟𝑠
(𝑖)

= 𝑦(𝑖)
𝜔𝑠
𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏𝑠
||𝜔𝑠||

= 𝑦(𝑖)
𝑐𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑐𝑏

||𝑐𝜔||
= 𝑦(𝑖)

𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏

||𝜔||
= 𝑟(𝑖)

Ƹ𝑟𝑠
(𝑖)

= 𝑦 𝑖 𝜔𝑠
𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏𝑠 = 𝑦 𝑖 𝑐𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑐𝑏 = 𝑐𝑦 𝑖 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 = 𝑐 Ƹ𝑟(𝑖)



最大间隔准则

• 公式 1
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max
𝜔,𝑏

𝛾

𝑠. 𝑡. 𝑦(𝑖)
𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏

| 𝜔 |
≥ 𝛾, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝐼. 𝑒., 𝛾 = min
𝑖=1,…,𝑚

𝛾(𝑖)



最大间隔准则

• 公式 2
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max
ෝ𝛾,𝜔,𝑏

ො𝛾

||𝜔||

𝑠. 𝑡. 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ ො𝛾, 𝑖 = 1, … ,𝑚

𝐼. 𝑒. ො𝛾 = min
𝑖=1,…,𝑚

ො𝛾(𝑖)



最大间隔准则

• 在这个限制下

• 比例限制
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ො𝛾 = min
𝑖=1,…,𝑚

ො𝛾(𝑖) = 1

𝛾 = min
𝑖=1,…,𝑚

𝛾(𝑖) =
1

||𝜔||

𝐼. 𝑒. , 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑖𝑛𝑔 𝜔 𝑎𝑛𝑑 𝑏 , 𝑙𝑒𝑡 𝜔 =
1

𝑟

𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ ො𝛾 = 1



最大间隔准则

• 公式 3
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max
𝜔,𝑏

1

||𝜔||

𝑠. 𝑡. 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ 1, 𝑖 = 1,… ,𝑚

min
𝜔,𝑏

1

2
||𝜔||2

𝑠. 𝑡. 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ 1, 𝑖 = 1,… ,𝑚



对偶优化
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拉格朗日函数

• 在相同约束条件下
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𝑚𝑎𝑥 𝑓(𝑥)

𝑠. 𝑡. 𝑔 𝑥 = 0

𝐿 𝑥, λ = 𝑓 𝑥 + λ g(x)

൞

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0

𝑔 𝑥 = 0

𝛻𝑓 + λ𝛻𝑔 = 0



例子
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max 𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 1 − 𝑥1
2 − 𝑥2

2

𝑠. 𝑡. 𝑔 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1 + 𝑥2 − 1 = 0

𝐿 𝑥1, 𝑥2, λ = 1 − 𝑥1
2 − 𝑥2

2 + λ(𝑥1 + 𝑥2 − 1)

𝜕𝐿

𝜕𝑥1
= −2𝑥1 + λ = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑥2
= −2𝑥2 + λ = 0

𝑔 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1 + 𝑥2 − 1



拉格朗日函数

• 在不等式约束下

激活 非激活
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𝑚𝑎𝑥 𝑓(𝑥)

𝑠. 𝑡. 𝑔 𝑥 ≥ 0

𝐿 𝑥, λ = 𝑓 𝑥 + λ𝑔(𝑥)

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0

𝑔 𝑥 = 0
λ > 0

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0

𝑔 𝑥 > 0
λ = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0

𝑔 𝑥 ≥ 0
λ ≥ 0

λ𝑔 𝑥 = 0



图解

Machine Learning Course, NJUST 17



拉格朗日乘数

• 在多重等式和不等式约束情况下

固定值

原始可行性

对偶可行性

互补条件

Karush–Kuhn–Tucker (KKT) Conditions
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𝑚𝑎𝑥 𝑓(𝑥)

𝑠. 𝑡. ቊ
ℎ𝑖 𝑥 = 0
𝑔𝑖(𝑥) ≥ 0

𝐿 𝑥, λ = 𝑓 𝑥 +

𝑖

λ𝑖 ℎ𝑖 𝑥 +

𝑗

𝜇𝑗𝑔(𝑥)

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0

ℎ𝑖 𝑥 = 0

𝑔𝑗 𝑥 ≥ 0

𝜇𝑗 𝑥 ≥ 0

𝜇𝑗𝑔𝑗 𝑥 = 0



广义拉格朗日和二元性

• 原始优化问题

• 广义拉格朗日
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min
𝜔

𝑓(𝜔)

𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝜔 ≤ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑘
ℎ𝑗 𝜔 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑙

𝐿 𝜔, 𝛼, 𝛽 = 𝑓 𝜔 +

𝑖=1

𝑘

𝛼𝑖𝑔𝑖 𝜔 +

𝑗=1

𝑙

𝛽𝑗ℎ𝑗 𝜔



拉格朗日最小最大值

= =
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max
𝛼,𝛽:𝛼𝑖≥0

𝐿 𝜔, 𝛼, 𝛽 = max
𝛼,𝛽:𝛼𝑖≥0

𝑓 𝜔 +

𝑖=1

𝑘

𝛼𝑖𝑔𝑖 𝜔 +

𝑗=1

𝑙

𝛽𝑗ℎ𝑗 𝜔

= ቊ
𝑓 𝜔 𝑖𝑓 𝑔𝑖 𝜔 ≤ 0, ℎ𝑗 𝜔 = 0

∞ 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

min
𝜔

max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽) min
𝜔

max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽)

𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝜔 ≤ 0
ℎ𝑗 𝜔 = 0

min
𝜔

𝑓(𝜔)

𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝜔 ≤ 0
ℎ𝑗 𝜔 = 0



原问题 & 对偶问题

• 原问题(拉格朗日最小最大值)

• 最大-最小 vs. 最小-最大

• 对偶问题(拉格朗日最小最大值)

何时取等号？
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min
𝜔

max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽)

max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

min
𝜔

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽)

max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

min
𝜔

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽) min
𝜔

max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽)≤



两个问题的等价

• 取等号当：

– f 和gi’s 是凸函数, hi’s 是affine;

– gi (严格) 可行: 这意味着存在一些w 使得 gi(w)<0.

= =

• 原和对偶问题的等同性

原问题 对偶问题
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𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝜔 ≤ 0
ℎ𝑖 𝜔 = 0

min
𝜔

𝑓(𝜔)

min
𝜔

max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽) max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

min
𝜔

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽)



Karush-Kuhn-Kucker (KKT) Conditions

固定值

原始可行性

对偶可行性

互补条件

• 此外，原问题和对偶问题的解决方案满足KTT条
件：

原始可行性
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足够和必要的条件



SVM的拉格朗日函数

• SVM的优化问题

• 拉格朗日函数
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min
𝜔,𝑏

1

2
||𝜔||2

𝑠. 𝑡. 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ 1, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑔𝑖 𝜔 = − 𝑦 𝑖 𝜔𝑇𝑥 𝑖 + 𝑏 + 1 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚

𝐿 𝜔, 𝑏, 𝛼 =
1

2
||𝜔||2 −

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 𝑦
(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 − 1



拉格朗日最小化

• 以拉格朗日的导数为例

• 插回拉格朗日
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𝜕𝐿 𝜔, 𝑏, 𝛼

𝜕𝜔
= 𝜔 −

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 𝑥 𝑖 = 0 ⇒ 𝜔 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 𝑥 𝑖

𝜕𝐿 𝜔, 𝑏, 𝛼

𝜕𝑏
=

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0

𝐿 𝜔, 𝑏, 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 𝑥 𝑖 𝑇
𝑥 𝑗 − 𝑏

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖

=

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 𝑥 𝑖 𝑇
𝑥 𝑗



SVM的对偶问题

• 对偶问题

保证KKT条件得到满足。
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max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗)

𝑠. 𝑡. 𝛼𝑖≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑗 = 0



为什么 “Support Vector”?
• 决策函数

• KKT 条件
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𝑓 𝑥 = 𝜔∗ 𝑇𝑥 + 𝑏

= 

𝑖=1

𝑁

𝛼𝑖
∗ 𝑦(𝑖)𝑥(𝑖)

𝑇

𝑥 + 𝑏∗

=

𝑖=1

𝑁

𝛼𝑖
∗ 𝑦(𝑖) 𝑥(𝑖)

𝑇
𝑥 + 𝑏∗

൞

𝛼𝑖
∗𝑔𝑖 𝜔

∗ = 0

𝑔𝑖 𝜔
∗ ≤ 0

𝛼𝑖
∗ ≥ 0

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑔𝑖 𝜔 = −𝑦 𝑖 𝜔𝑇𝑥 𝑖 + 𝑏 + 1



偏差值

x1

x2

x1 is a positive support vector

x 2 is a negative support vector
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൝
𝜔∗ 𝑇𝑥1 + 𝑏 = 1

𝜔∗ 𝑇𝑥2 + 𝑏 = −1

𝑏∗ = −
𝜔∗ 𝑇𝑥1 + 𝜔∗ 𝑇𝑥2

2

= −
𝑚𝑎𝑥𝑖:𝑦 𝑖 =−1 𝜔∗ 𝑇𝑥𝑖 +𝑚𝑖𝑛𝑖:𝑦 𝑖 =1 𝜔∗ 𝑇𝑥𝑖

2



一个遗留的问题

• SVM的对偶问题

• 决策函数 怎样计算 alpha?

如何解决对偶优化问题?
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𝑓 𝑥 = 𝜔∗ 𝑇𝑥 + 𝑏 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖
∗ 𝑦(𝑖) 𝑥(𝑖)

𝑇
𝑥 + 𝑏∗

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑏∗ = −
𝑚𝑎𝑥𝑖:𝑦 𝑖 =−1 𝜔∗ 𝑇𝑥𝑖 +𝑚𝑖𝑛𝑖:𝑦 𝑖 =1 𝜔∗ 𝑇𝑥𝑖

2

max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗)

𝑠. 𝑡. 𝛼𝑖≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑗 = 0



Soft-margin SVM
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线性不可分离的情况

线性可分离

线性不可分离
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Soft Margin 准则

最大间隔

Soft margin
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min
𝜔,𝑏

1

2
||𝜔||2

𝑠. 𝑡. 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ 1, 𝑖 = 1,… ,𝑚

min
𝜔,𝑏,𝜀

1

2
||𝜔||2 + 𝐶

𝑖=1

𝑚

휀𝑖

𝑠. 𝑡. 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ 1 − 휀𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚

휀𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚



Three Types of Slacks

» = 0
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Lagrangian for Soft-margin SVM

• Lagrangian 形式

= =

• 回忆原问题和对偶问题的等价性

原问题
对偶问题
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min
𝜔

𝑓(𝜔)

𝑠. 𝑡. 𝑔𝑖 𝜔 ≤ 0
ℎ𝑖 𝜔 = 0

min
𝜔

max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽) max
𝛼,𝛽;𝛼𝑖≥0

min
𝜔

𝐿(𝜔, 𝛼, 𝛽)

𝐿 𝜔, 𝑏, 휀, 𝛼, 𝛾 =
1

2
𝜔𝑇𝜔 + 𝐶

𝑖=1

𝑚

휀𝑖 −

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 𝑦(𝑖) 𝑥(𝑖)
𝑇
𝜔 + 𝑏 − 1 + 휀𝑖 −

𝑖=1

𝑚

𝛾𝑖휀𝑖



软间隔 SVM 的对偶问题

• 插回拉格朗日

• 梯度
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𝜕𝐿

𝜕𝜔
= 0 ⇒ 𝜔 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 𝑥 𝑖

max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗)

𝑠. 𝑡. 0 ≤ 𝛼𝑖≤ 𝐶, 𝑖 = 1,… ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑏
= 0 ⇒ 

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0

𝜕𝐿

𝜕휀𝑖
= 0 ⇒ 𝐶 = 𝛼𝑖 + 𝛾𝑖 ⇒ 𝛼𝑖 ≤ 𝐶



最大间隔SVM vs. 软间隔SVM

• 最大间隔 SVM

• 软间隔 SVM
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max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗)

𝑠. 𝑡. 𝛼𝑖≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0

max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗)

𝑠. 𝑡. 0 ≤ 𝛼𝑖≤ 𝐶, 𝑖 = 1,… ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0



KKT互补条件

• 两个KKT互补条件

• 一些有用的结论
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𝛼𝑖 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 − 1 + 휀𝑖 = 0

𝛾𝑖휀𝑖 = (𝐶 − 𝛼𝑖) 휀𝑖 = 0 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ 1 − 휀𝑖

𝛼𝑖 = 0 ⇒ 휀𝑖 = 0 ⇒ 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≥ 1

𝛼𝑖 = C ⇒ 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 − 1 + 휀𝑖 ⇒ 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 ≤ 1

0 < 𝛼𝑖 < C ⇒ ቊ
휀𝑖 = 0

𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 − 1 + 휀𝑖 = 0
⇒ 𝑦(𝑖) 𝜔𝑇𝑥(𝑖) + 𝑏 = 1



Slacks and Support Vectors

» = 0
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核函数
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低维-不可分离的高维分离
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从低维到更高维

• 特征空间映射：从低维不可分离到高维可分离

x = ) Á ( x )

(x1;x2) =) (x1;x2;
q
x21 + x

2
2)
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核函数

• 定义: 高特征空间乘积

• 例子
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𝐾 𝑥, 𝑧 = ∅(𝑥)𝑇∅(𝑧)

𝑥 =

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⇒ ∅ 𝑥 =

𝑥1𝑥1
𝑥1𝑥2
𝑥1𝑥3
𝑥2𝑥1
𝑥2𝑥2
𝑥2𝑥3
𝑥3𝑥1
𝑥3𝑥2
𝑥3𝑥3

2𝑐𝑥1

2𝑐𝑥2

2𝑐𝑥3

𝐾 𝑥, 𝑧 = 𝑥𝑇𝑧 + 𝑐 2



高维特征空间的SVM

• 决策函数

• 训练过程
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𝑓 𝑥 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
(𝑖) 𝑥𝑖 , 𝑥 + 𝑏

𝑓 𝑥 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
(𝑖) ∅(𝑥𝑖), ∅(𝑥) + 𝑏

=

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥) + 𝑏

max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗)

max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗 ∅(𝑥
(𝑖)), ∅(𝑥(𝑗))

𝑠. 𝑡. 𝛼𝑖≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0

=

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗𝐾 𝑥(𝑖), 𝑥(𝑗)

𝑠. 𝑡. 𝛼𝑖≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚 

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0



SVM中的核函数

• SVM中的核函数

– 有时很难知道准确的投影函数，但相对来说比较容易知道内核的功
能

– 在 SVM中, 特征向量的所有计算都是乘积的形式

– 因此，我们只需要SVM中使用的核函数，而不需要知道精确的投影函
数.
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• 核矩阵
– 对于任何有限集合点

– 核矩阵元素

Mercer 条件

• Mercer定理

• 有效内核满足
– 对称

– 正半定
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{𝑥 1 , 𝑥 2 , … , 𝑥 𝑛 }

𝐾𝑖𝑗 = 𝐾 𝑥 𝑖 , 𝑥 𝑗

𝐾𝑖𝑗 = 𝐾𝑗𝑖

∀𝑧 𝜖 𝑅𝑛: 𝑧𝑇𝐾𝑧 ≥ 0



常用核函数

• 线性核函数

• 多项式核函数

• 高斯核函数

• Sigmoid kernel, pyramid kernel, string kernel, tree kernel…
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𝐾 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
𝑇𝑥2

𝐾 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
𝑇𝑥2 + 𝑐 𝑑

𝐾 𝑥1, 𝑥2 = exp(−
|𝑥1 − 𝑥2|

2

2𝛿2
)



Kernel SVM

• 决策

• 训练集
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max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗𝐾(𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗))

𝑠. 𝑡. 𝛼𝑖≥ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0

𝑓 𝑥 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 𝐾 𝑥𝑖 , 𝑥 + 𝑏



Soft-margin Kernel SVM

• 决策

• 训练
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max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗𝐾(𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗))

𝑠. 𝑡. 0 ≤ 𝛼𝑖≤ 𝐶, 𝑖 = 1, … ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0

𝑓 𝑥 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 𝐾 𝑥𝑖 , 𝑥 + 𝑏



序列最小优化算法
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坐标上升法

• 考虑一个无约束的优化问题

• 坐标上升算法
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max
𝑥

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)

𝐿𝑜𝑜𝑝 𝑢𝑛𝑡𝑖𝑙 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑒: {
𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 1,… ,𝑚{

𝑥𝑖≔ 𝑎𝑟𝑔max
ො𝑥𝑖

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, ො𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑚)

}
}



坐标上升法

• 例子

Machine Learning Course, NJUST 51

𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 6𝑥1𝑥2 − 5𝑥1
2 − 5𝑥2

2



回顾SVM的对偶问题

• 对偶优化问题

• KKT 条件
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max
𝛼

𝑊 𝛼 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖,𝑗=1

𝑚

𝑦 𝑖 𝑦 𝑗 𝛼𝑖𝛼𝑗𝐾(𝑥
(𝑖), 𝑥(𝑗))

𝑠. 𝑡. 0 ≤ 𝛼𝑖≤ 𝐶, 𝑖 = 1, … ,𝑚



𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 0

𝛼𝑖 = 0 ⇒ 𝑦 𝑖 (𝜔𝑇𝑥 𝑖 + 𝑏) ≥ 1

𝛼𝑖 = 𝐶 ⇒ 𝑦 𝑖 (𝜔𝑇𝑥 𝑖 + 𝑏) ≤ 1

0 < 𝛼𝑖 < 𝐶 ⇒ 𝑦 𝑖 𝜔𝑇𝑥 𝑖 + 𝑏 = 1



SVM的坐标上升

• 每次选择两个坐标进行优化

• 选择哪两个坐标?

Machine Learning Course, NJUST 53

max
𝛼

𝑊 𝛼1, 𝛼2

𝑠. 𝑡. 0 ≤ 𝛼𝑖≤ 𝐶, 𝑖 = 1,2

𝛼1𝑦
(1) + 𝛼2𝑦

(2) = −

𝑖=3

𝑚

𝛼𝑖𝑦
𝑖 = 𝛾



where

SMO算法
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𝑊 𝛼1, 𝛼2 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖=1

𝑚



𝑗=1

𝑚

𝑦𝑖𝑦𝑗𝐾𝑖𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗

= 𝛼1 + 𝛼2 +

𝑖=3

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖=1

2

(

𝑗=1

2

𝑦𝑖𝑦𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗𝐾𝑖𝑗 +

𝑗=3

𝑚

𝑦𝑖𝑦𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗 𝐾𝑖𝑗)

−
1

2


𝑖=3

𝑚

(

𝑗=1

2

𝑦𝑖𝑦𝑗𝐾𝑖𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗 +

𝑗=3

𝑚

𝑦𝑖𝑦𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗 𝐾𝑖𝑗)

= 𝛼1 + 𝛼2 +

𝑖=3

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖=1

2



𝑗=1

2

𝑦𝑖𝑦𝑗𝐾𝑖𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗 −

𝑖=1

2



𝑗=3

𝑚

𝑦𝑖𝑦𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗 𝐾𝑖𝑗 −
1

2


𝑖=3

𝑚



𝑗=3

𝑚

𝑦𝑖𝑦𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗 𝐾𝑖𝑗

𝐾𝑖𝑗 = 𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) 𝑣𝑖 =

𝑗=3

𝑚

𝑦𝑗𝛼𝑗𝐾𝑖𝑗

= 𝛼1+𝛼2 −
1

2
𝐾11𝛼1

2 −
1

2
𝐾22𝛼2

2 − 𝑦1𝑦2𝐾12𝛼1𝛼2 − 𝑦1𝛼1

𝑗=3

𝑚

𝑦𝑗𝛼𝑗𝐾1𝑗 − 𝑦2𝛼2

𝑗=3

𝑚

𝑦𝑗𝛼𝑗𝐾2𝑗

= 𝛼1+𝛼2 −
1

2
𝐾11𝛼1

2 −
1

2
𝐾22𝛼2

2 − 𝑦1𝑦2𝐾12𝛼1𝛼2 − 𝑦1𝛼1𝑣1 − 𝑦2𝛼2𝑣2 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡

+

𝑖=3

𝑚

𝛼𝑖 −
1

2


𝑖=3

𝑚



𝑗=3

𝑚

𝑦𝑖𝑦𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗 𝐾𝑖𝑗



SMO 算法

• 通过梯度等于零进行优化

• 使用平等约束的变量消除
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𝛼1𝑦
(1) = −

𝑖=2

𝑚

𝛼𝑖𝑦
(𝑖) ⇒ 𝛼1 = −𝑦(1) 

𝑖=3

𝑚

𝛼𝑖𝑦
(𝑖) = 𝛾 − 𝑦(1)𝑦(2) 𝛼2

𝑊 𝛼2 = 𝛾 − 𝑠𝛼2 + 𝛼2 −
1

2
𝐾11 𝛾 − 𝑠𝛼2

2 −
1

2
𝐾22𝛼2

2

−𝑠𝐾12 𝛾 − 𝑠𝛼2 𝛼2 − 𝑦1 𝛾 − 𝑠𝛼2 𝑣1 − 𝑦2𝛼2𝑣2 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡

𝜕𝑊(𝛼2)

𝜕𝛼2
= −𝑠 + 1 + 𝑠𝐾11𝛾 − 𝐾11𝛼2 − 𝐾22𝛼2 − 𝑠𝛾𝐾12 + 2𝐾12𝛼2 + 𝑦2𝑣1 − 𝑦2𝑣2 = 0

𝛼2
𝑛𝑒𝑤 =

𝑦2(𝑦2 − 𝑦1 + 𝑦1𝛾 𝐾11 − 𝐾12 + 𝑣1 − 𝑣2)

𝐾11 + 𝐾22 − 2𝐾12



SMO 更新

• 利用

• 最终由有

where
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𝑣𝑖 =

𝑗=3

𝑚

𝑦𝑗𝛼𝑗𝐾𝑖𝑗 𝛾 = 𝛼1
𝑜𝑙𝑑 + 𝑠𝛼2

𝑜𝑙𝑑

𝛼2
𝑛𝑒𝑤 =

𝑦2(𝑦2 − 𝑦1 + 𝑦1𝛾 𝐾11 − 𝐾12 + 𝑣1 − 𝑣2)

𝐾11 + 𝐾22 − 2𝐾12

𝛼2
𝑛𝑒𝑤 = 𝛼2

𝑜𝑙𝑑 +
𝑦2(𝐸1 − 𝐸2)

η

𝐸𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 η=𝐾11 + 𝐾22 − 2𝐾12=||∅ 𝑥1 − ∅ 𝑥2 ||2



增加不平等约束

• 平等约束

• 不平等约束
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𝛼1𝑦
(1) + 𝛼2𝑦

(2) = −

𝑖=3

𝑚

𝛼𝑖𝑦
(𝑖) = 𝛾

0 ≤ 𝛼𝑖 ≤ 𝐶, 𝑖 = 1,2

𝑦1𝑦2 = −1 𝑦1𝑦2 = 1



两个乘数的最终更新

• 如果 • 如果

• 最终更新
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൝
𝐿 = max 0, 𝛼2

𝑜𝑙𝑑 − 𝛼1
𝑜𝑙𝑑

𝐻 = min{𝐶, 𝐶 + 𝛼2
𝑜𝑙𝑑 − 𝛼1

𝑜𝑙𝑑}
ቐ
𝐿 = max 0, 𝛼1

𝑜𝑙𝑑 + 𝛼2
𝑜𝑙𝑑 − 𝐶

𝐻 = min 𝐶, 𝛼1
𝑜𝑙𝑑 + 𝛼2

𝑜𝑙𝑑

𝛼2
𝑛𝑒𝑤,𝑐𝑙𝑖𝑝𝑝𝑒𝑑

= ൞

𝐿 𝛼2
𝑛𝑒𝑤 ≤ 𝐿

𝛼2
𝑛𝑒𝑤 𝐿 < 𝛼2

𝑛𝑒𝑤 < 𝐻

𝐻 𝛼2
𝑛𝑒𝑤 ≥ 𝐻

𝛼1
𝑛𝑒𝑤 = 𝛼1

𝑜𝑙𝑑 + 𝑦1𝑦2(𝛼2
𝑜𝑙𝑑 − 𝛼2

𝑛𝑒𝑤)

𝑦1𝑦2 = −1 𝑦1𝑦2 = 1



启发式选择两个乘数

• 首先选择一个违反KKT条件的拉格朗日乘数（Osuna
理论）

• 其次选择最大化的拉格朗日乘数|E1-E2|
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𝛼𝑖 = 0 𝑎𝑛𝑑 𝑦 𝑖 𝜔𝑇𝑥 𝑖 + 𝑏 < 1

0 ≤ 𝛼𝑖 ≤ 𝐶 𝑎𝑛𝑑 𝑦 𝑖 (𝜔𝑇𝑥 𝑖 + 𝑏) ≠ 1

𝛼𝑖 = 𝐶 𝑎𝑛𝑑 𝑦 𝑖 𝜔𝑇𝑥 𝑖 + 𝑏 > 1

𝐸𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖

|𝐸1 − 𝐸2| = |𝑓 𝑥1 − 𝑦1 − 𝑓 𝑥2 − 𝑦2 |



Bias的更新

• 选择b使KKT条件成立（当alpha不在范围内时）

• 更新b
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𝑏1 = 𝐸1 + 𝑦1 𝛼1
𝑛𝑒𝑤 − 𝛼1

𝑜𝑙𝑑 𝐾11 + 𝑦2 𝛼2
𝑛𝑒𝑤,𝑐𝑙𝑖𝑝𝑝𝑒𝑑

− 𝛼2
𝑜𝑙𝑑 𝐾12 + 𝑏𝑜𝑙𝑑

𝑏2 = 𝐸2 + 𝑦1 𝛼1
𝑛𝑒𝑤 − 𝛼1

𝑜𝑙𝑑 𝐾12 + 𝑦2 𝛼2
𝑛𝑒𝑤,𝑐𝑙𝑖𝑝𝑝𝑒𝑑

− 𝛼2
𝑜𝑙𝑑 𝐾22 + 𝑏𝑜𝑙𝑑



收敛条件

• 当所有拉格朗日乘数满足KKT条件（在用户定义的公差内）
时，问题已经解决。

• 在线性内核的情况下更新权重

Machine Learning Course, NJUST 61

𝜕𝐿(𝜔, 𝑏, 𝛼)

𝜕𝜔
= 𝜔 −

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
(𝑖)𝑥(𝑖) = 0 ⇒ 𝜔 =

𝑖=1

𝑚

𝛼𝑖𝑦
(𝑖)𝑥(𝑖)

𝜔𝑛𝑒𝑤 = 𝜔𝑜𝑙𝑑 + 𝑦1(𝛼1
𝑛𝑒𝑤 − 𝛼1

𝑜𝑙𝑑)𝑥1 + 𝑦2 (𝛼2
𝑛𝑒𝑤 − 𝛼2

𝑜𝑙𝑑)𝑥2



练习：Logistic Regression vs. ANN vs. SVM

• 给出训练数据 : 

• 编码实现Logistic回归模型（基于SGD），并对结果进行5倍交叉验证；

• 使用 Tensorflow实现三层前向神经网络（ANN），并对结果进行5倍交叉验证；

• 利用LibSVM实现软间隔SVM解决上述问题，调节参数C和核函数，并将结果
与Logistic回归、三层前馈ANN进行比较。

http://openclassroom.stanford.edu/MainFolder/DocumentPage.php?course=DeepLearning&doc=exercises/ex4/ex4.html
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http://openclassroom.stanford.edu/MainFolder/DocumentPage.php?course=DeepLearning&doc=exercises/ex4/ex4.html


Questions?

Machine Learning Course, NJUST


